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Дәрiстiң мақсаты – Бiр айнымалылы функцияның туындысы мен дифференциалын табу және ай-

ырмашылығын бiлу
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1 Функцияның дифференциалы

y = f(x) функциясы x0 нүктесiнде дифференциалданатын болсын.

Анықтама 1.1 (4.2.1). Функция өсiмшесi мына түрде

∆y = A∆x+ α(∆x)∆x (1.1)

өрнектелсе, онда y = f(x) функциясын x0 нүктесiнде дифференциалданатын функция деп атайды,

мұндағы A саны ∆x-тен тәуелсiз, ал ∆x → 0 ұмтылғанда α(∆x) → 0.

A∆x функцияның x0 нүктесiндегi дифференциалы деп аталады да, оны dy немесе df(x0) белгiлейдi:

dy = A∆x. (1.2)

Теорема 1.1 (4.2.1). y = f(x) функциясының x0 нүктесiнде дифференциалдануы үшiн оның осы

нүктеде шектi туындысының бар болуы қажеттi және жеткiлiктi.

Дәлелдеуi 1.1. Қажеттiлiгi. y = f(x) функциясы x0 нүктесiнде дифференциалданатын болсын,

онда (1.1) өрнек орынды. Ендi ∆x ̸= 0 деп (1.1) өрнектен

∆y

∆x
= A+ α(∆x)

аламыз. ∆x → 0 шекке өтсек,

lim
∆x→0

∆y

∆x
= A,
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осыдан f ′(x0) = A, онда (1.2) өрнектi былай жазуға болады:

dy = f ′(x0)∆x. (1.3)

Жеткiлiктiлiгi. y = f(x) функциясының x0 нүктесiнде шектеулi туындысы бар болсын, онда

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0).

Демек,
∆y

∆x
= f ′(x0) + α(∆x) немесе ∆y = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x,

мұндағы lim∆x→0 α(∆x) = 0. Соңғы өрнек (1.1) өрнекпен дәл келедi, демек, y = f(x) функциясы x0

нүктесiнде дифференциалданады.

2 Дифференциалдау ережелерi

Теорема 2.1 (4.3.1). Егер u(x) және v(x) функциялары x нүктесiнде дифференциалданатын болса,

онда осы нүктеде u(x)± v(x), u(x) · v(x), u(x)
v(x) , (v(x) ̸= 0) функциялар да x нүктесiнде дифференциал-

данады және

I) [u(x)± v(x)]′ = u′(x)± v′(x),

II) [u(x) · v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x),

III)
(

u(x)
v(x)

)′
= u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

v2(x) , (v(x) ̸= 0).

Дәлелдеуi 2.1. I) Қосу және алу ережесiн дәлелдеу.

y(x) = u(x)± v(x) болсын. Тәуелсiз x айнымалысына ∆x өсiмшесiн берейiк, сонда u(x), v(x) және y(x)

функциялары сәйкесiнше ∆u,∆v,∆y өсiмшелерiн алады. Онда

∆y = [u(x+∆x)± v(x+∆x)]− [u(x)± v(x)] = ∆u±∆v.

Соңғы теңдiктiң екi жағын да ∆x-ке бөлiп, шекке өтсек:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆u

∆x
± lim

∆x→0

∆v

∆x
.

x нүктесiнде u(x) және v(x) функцияларының туындылары бар болғандықтан, сол жақтағы шек те

бар. Демек,

y′(x) = u′(x)± v′(x),
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қысқаша жазсақ, y′ = u′ ± v′.

II) Көбейту ережесiн дәлелдеу.

y(x) = u(x) · v(x) дейiк. ∆u,∆v,∆y өсiмшелерiн I пунктегiдей алайық, онда

∆y = u(x+∆x) · v(x+∆x)− u(x) · v(x) = u(x+∆x) ·∆v + v(x) ·∆u.

Осы теңдiктiң екi жағын да ∆x-ке бөлемiз:

∆y

∆x
= u(x+∆x) · ∆v

∆x
+ v(x) · ∆u

∆x
. (2.1)

Егер ∆x → 0 десек, онда теореманың шарттары бойынша

lim
∆x→0

∆v

∆x
= v′(x), lim

∆x→0

∆u

∆x
= u′(x).

Сонымен қатар, x нүктесiнде u′(x) туындысы бар болғандықтан, u(x) функциясы x нүктесiнде үзiлiссiз,

яғни

lim
∆x→0

u(x+∆x) = u(x).

Ендi осыны ескерiп, (2.1) теңдiкте ∆x → 0 шекке өтемiз:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
u(x+∆x) · lim

∆x→0

∆v

∆x
+ lim

∆x→0
v(x) · lim

∆x→0

∆u

∆x
,

яғни

y′(x) = [u(x) · v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Қысқаша жазсақ, y′ = u′v + uv′. II) дәлелдендi.

III) Бөлудi дифференциалдау ережесiн дәлелдеу.

y = u
v . Теореманың шарты бойынша v(x) ̸= 0 және v(x) функциясы x нүктесiнде дифференциалданады.

Осыдан v(x) үзiлiссiз болады да, керегiнше аз ∆x мәндерiнде v(x+∆x) ̸= 0. Онда

∆y =
u(x+∆x)

v(x+∆x)
− u(x)

v(x)
=

u(x+∆x) · v(x)− u(x) · v(x+∆x)

v(x+∆x) · v(x)
=

v(x) ·∆u− u(x) ·∆v

v(x+∆x) · v(x)
.

Соңғы теңдiктiң екi жағын да ∆x бөлiп, шекке өтемiз:

lim
∆x→0

∆y

∆x
=

v(x) · lim
∆x→0

∆u
∆x − u(x) · lim

∆x→0

∆v
∆x

v(x) · lim
∆x→0

v(x+∆x)
,

немесе

y′(x) =
(u
v

)′
=

v(x)u′(x)− u(x)v′(x)

v2(x)
.
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Қысқаша жазсақ,

y′ =
(u
v

)′
=

u′v − uv′

v2
.

Теорема дәлелдендi.

Дифференциал анықтамасынан дифференциалды табу үшiн функцияның туындысын анықтап, тәуел-

сiз айнымалының дифференциалына көбейту керек екенi белгiлi. Сондықтан дифференциалданатын

u = u(x), v = v(x) функциялары үшiн төмендегi формулалар орынды:

1. d(u± v) = du± dv,

2. d(u · v) = u dv + v du,

3. d
(
u
v

)
= v du−u dv

v2 .

Мысалы, 2-формуланы дәлелдейiк:

d(u · v) = (uv)′ dx = (u′v + uv′) dx = v du+ u dv.

Дәл осылай 1, 3-формулаларды дәлелдеуге болады.

3 Күрделi функцияның туындысы

X жиынында u = φ(x) функциясы анықталсын. Осы жиынның кез келген x0 нүктесiне сәйкес ке-

летiн u0 = φ(x0) нүктесi y = f(u) функциясының анықталу облысында жатсын. Сонда X жиынында

y = f(φ(x)) функциясы анықталады. Осындай функцияны күрделi функция деп атайтыны белгiлi,

мұндағы x тәуелсiз айнымалы, u аралық айнымалы.

Теорема 3.1. Егер u = φ(x) функциясы x0 нүктесiнде, сондай-ақ y = f(u) функциясы u0 = φ(x0)

нүктесiнде дифференциалданатын болса, онда күрделi функция y = f [φ(x)] функциясы x0 нүктесiнде

дифференциалданады және

y′(x0) = f ′(u0)φ
′(x0) = f ′[φ(x0)]φ

′(x0) = f ′
u · φ′

x|x=x0
.

Дәлелдеу. x0 аргументiне ∆x өсiмшесiн беремiз, онда u функциясы ∆u өсiмшесiн алады. Теорема

шарты бойынша y = f(u) функциясы u0 = φ(x0) нүктесiнде дифференциалданады, демек, оның өсiм-

шесi

∆y = f ′(u0)∆u+ α(∆u)∆u, lim
∆u→0

α(∆u) = 0.
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∆x-ке бөлсек:
∆y

∆x
= f ′(u0)

∆u

∆x
+ α(∆u)

∆u

∆x
.

x → x0 шекке өтсек, lim∆x→0
∆u
∆x = φ′(x0) және lim∆x→0 α(∆u) = 0, сонда

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(u0)φ

′(x0) ⇒ y′(x0) = f ′(u0)φ
′(x0).

Теорема дәлелдендi.

Ескерту. Күрделi функциясын дифференциалдау ережесi әдетте былай жазылады:

{f(φ(x))}′ = f ′(φ(x)) · φ′(x) немесе y′x = y′u · u′
x.

Күрделi функцияны дифференциалдау ережесiн кез келген саны шектi функциялардың композиция-

сына жалпылауға болады:

v = v(x), u = u(v), y = y(u) =⇒ y′x = y′u · u′
v · v′x.

Дифференциал түрiнiң инварианттылық қасиетi

Егер y = f(x) функциясында x тәуелсiз айнымалы болса, онда оның дифференциалы:

dy = f ′(x)dx.

x = φ(t) функциясы дифференциалданатын болса, онда y = f(φ(t)) = z(t) күрделi функция болады.

Күрделi функцияның туындысы:

z′(t) = f ′(φ(t)) · φ′(t).

Дифференциал анықтамасы бойынша:

dy = z′(t)dt = f ′(φ(t))φ′(t)dt, dx = φ′(t)dt.

Онда:

dy = f ′(x)dx.

Сонымен, x тәуелсiз айнымалы болғанда немесе ол басқа айнымалыдан тәуелдi функция болса да

дифференциалдың формасы сақталады. Бұл қасиет дифференциалдың инварианттылық қасиетi

деп аталады.



4 Қосымша ақпарат 6

Мысалдар

y = (lnx)3 функциясының туындысын табайық.

Шешу. y = u3, u = lnx болсын. (4.4.17) формуланы қолданамыз:

y′u = 3u2, u′
x =

1

x
.

Сонда:

y′x = 3u2 · 1
x
=

3(lnx)2

x
.

y = sin[cos2(tan3 x)] функциясының туындысын табайық.

Шешу. Егер y = sinu, u = cos2 v, v(x) = tan3 x белгiлесек, онда берiлген функция мына түрде

жазылады: y = sin[u(v(x))]. (4.4.18) формула бойынша күрделi функцияның туындысы:

y′x = y′u · u′
v · v′x = cosu(v(x)) · u′

v · v′x.

Мұндағы:

u′
v = − sin 2v, v′x = 3 tan2 x · sec2 x.

Сондықтан:

y′x = −3 cos[cos2(tan3 x)] · sin(2 tan3 x) · tan2 x · sec2 x.

4 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] жұмыстардан қарауға

болады.
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